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文章 编号 :1005-3085(2009)06-1027-06 
一 类 三 阶 两 点 边 值 问题 单调 迭代 正解 的 存在 性 * 


孙 博 
(中 央 财 经 大 学 应 用 数学 学 院 ， 北 京 100081) 


摘 要 : 本 文 利用 锥 上 的 不 动 点 理论 和 单调 迭代 的 方法 研究 了 一 类 三 阶 两 点 边 值 问题 单调 迭代 正解 的 存在 
性 ， 得 到 了 正解 存在 的 充分 条 件 ， 同 时 也 给 出 了 解 的 相应 迭代 序列 来 逼近 解 ， 并 且 给 出 了 应 用 实 
例 。 值 得 一 提 的 是 ， 本 文 所 讨论 的 边 值 问题 中 ， 非 线性 项 显 含 未 知 函 数 的 一 阶 和 二 阶 导数 。 
关键 词 : 正解 ， 迁 代 解 ， 锥 ;三 阶 两 点 边 值 问 题 


分 类 号 : AMS(2000) 34B15 中 图 分 类 号 : 0175.8 文献 标识 码 : A 
1 引言 
本 文 考虑 如 下 三 阶 两 点 边 值 问 题 
w(t) + q(t) F(t, uP, P(t)) = 0 te (0,1), (1) 
u(0) = (0)= (1)=0 (2) 


单调 欠 代 正解 的 存在 性 。 这 里 所 研究 的 边 值 问题 的 正解 必 是 指 必 人 > 0, 0<t<1。 

三 阶 非 线性 常 微分 方程 在 应 用 数学 、 物 理 以 及 力学 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 背景 ， 因 而 也 受 
到 很 多 作者 的 关注 ， 可 参看 文 [1-7] 及 其 相关 文献 。 研 究 三 阶 微分 方程 边 值 问题 所 用 的 方法 很 
多 ， 常 用 的 有 Krasnoselskii 锥 拉 伸 锥 压缩 不 动 点 定理 、 不 动 点 指标 理论 、 微 分 不 等 式 理论 以 及 
上 下 解 方法 等 等 。 然 而 ， 值 得 一 提 的 是 ， 在 文 [1-7] 以 及 很 多 相关 文献 当中 ， 大 多 数 的 结论 都 是 
在 一 定 条 件 下 得 到 边 值 问题 解 、 正 解 的 存在 性 ， 由 此 ， 我 们 对 “知道 解 的 存在 而 如 何 找到 解 ” 
颇 感 兴趣 。 在 以 往 的 众多 文献 当中 ， 这 方面 的 讨论 不 多 见 。 

因此 ， 本 文 将 利用 单调 迭代 方法 来 考虑 边 值 问题 (1)-(2)。 在 一 定 条 件 下 ， 我 们 不 仅 得 到 了 
所 研究 问题 的 正解 的 存在 性 ， 同 时 也 给 出 了 和 迭代 序列 来 逼近 解 。 


2 相关 概念 


本 节 我 们 介绍 一 些 基本 概念 。 

定义 2.1 设 马 是 一 个 Banach 空间 ， 已 C 五 非 空 ， 且 满足 ， 

(i) au 十 bvE€ P， 对 于 任意 的 u, ve P，a > 0, b > 0 成 立 ; 
(说 “如 果 忆 -we P， 则 必 有 w= 0; 则 称 P 是 巨 的 一 个 锥 。 
定义 2.2 一 个 映射 a， 如 果 对 于 任意 的 u, ve P, te [0,1]， 有 


a(tu + (1—t)v) < ta(u) + (1 — tal(v), 
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则 称 “ 是 已 上 的 凸 泛 函 。 


3 ”主要 结果 
令 Banach 空间 B= C2?[0,1]， 定 义 其 上 范 数 为 


SE 了 
[ll = max { goes elO), ops WO, qops lO }- 


记 EBl=C2[0,1]= {we€EB|w(t)>0,te [0,1]}， 且 定义 锥 Pc 为 
P= {ueEl|u(t) >0, 有 vw 是 [0,1] 上 不 减 的 凸 泛 函 }. 


以 下 的 讨论 中 ， 总 假设 下 列 条 件 成 立 。 

(H) f(t,z,y,z) ecC(01Hxfo,+oo)x[0,+eco)x[0,+oo) — [0,+o0)),， q(t) 是 定义 在 [0,1] 上 
的 非 负 连续 泛 函 ， 上 且 在 (0,1) 的 任意 测度 不 为 零 的 子 区 间 上 g(t) 去 0。 

引 理 3.1 令 9gezZif0,1， 则 如 下 边 值 问题 


| w(t)+g(t) =0, 0<t<1, 
u(0) =w(0)=w(1)=0 


“DO= G(t, sjg(s)ds, 


| 让 一 划一 8)2，0<s<t< 1 
,3 一 
#62, 0<t<s<l. 


易 知 ,0 < G(t,s) < G(1,s) = s(1 — #8)。 
定义 算 子 全 : 尸 一 互 为 
1 
(Tw)(t) = 上 G(t, s)a(s)f(s,u(s), uw (s),u’ (s))ds, (4) 
则 由 引 理 3.1 知 ， 边 值 问 题 (1)-(2) 有 和 解 w = w(t) 当 且 仅 当 包 是 工 的 不 动 点 。 


引 理 3.2 (4) 中 定义 的 算 子 了 : P 一 已 是 全 连续 算 子 。 
证 明 由 工 的 定义 易 知 ， 对 于 任意 的 we P， 有 Tu e C2[0,1] 并 且 满 足 (2)。 又 因 


1 
(wD = | a us), (s,s))as, 加 
(70) = {sat Fs us) 8), (a)as + {tase ws) ws), Ce) ds (0) 
因此 ， 可 得 (Twu)”(t) > 0,， (Tw)(t) > 0,0<t<1。 所 以 ,Twu 是 是 的 ， 且 (Tw)(t) 在 [0,1] 上 


不 减 。 也 即 , 了 : P 一 P。 进 一 步 ， 利 用 Arzela-Ascoli 定理 易 知 ， 了 人 是 紧 算 子 。 从 而 得 
到 ， 了 了 :三 一 一 是 全 连续 算 子 。 
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本 文 的 主要 结论 如 下 : 

定理 3.1 假设 (HH) 成 立 ， 而 且 存 在 常数 a > 0， 使 得 

(H1) f(t,z1,Y1, 41) < f(t, zx2,y2) 22) 对 于 任意 的 0 <t+<1,0<z<r<oa0<n< 
y2 <a,0<z<2z2 <a; 


(H2) a f(t,a,a,a) < 3， 其 中 A = a q(t); 


(H3) f(t,0,0,0) = a 1) 上 的 任意 测度 不 为 零 的 子 空 间 上 成 立 ， 则 边 值 问题 (1)-(2) 有 
两 个 单调 不 减 的 凸 的 正解 w* 和 w*， 使 得 


0<w <a, 0<(w) <a, 0<(w) <a, 
lim w= lim T?wo=w, lim (wn) = lim (T?wo0) = (w*), 
用 一 co 了 一 OO Nn 00 no0 


1 
lim (wn)” = lim (T?wo0)” = (w*)”"， 其 中 wo(t) = =at?, 0<t<1. 
Nn—00 nN—00 2 


0O<v<a, 0<(v) <a, 0<(v) <ua, 

lim v= lim Trvo=v, lim (v4) = lim (T?v0) = (0*), 
?一 OO 亿 一 OO 了 一 OO 也 一 OO 

lim (vn)” = lim (7T?v0)” = (7 ， 其 中 wo(t)j=0, 0<iti<l. 
也 一 OO 如一 Co 


其 中 如 (4 定义 。 此 定理 当中 的 迭代 序列 为 wo(t) = $af?， wnti = Twn = T?wo, n = 
0,1,2,… 和 w(0) =.0，vn+1 = Ton 二 T?vo, n = 0,1,2,-…。 他 们 分 别 是 从 一 个 已 知 的 简单 二 
次 函数 和 零 函 数 开始 迭代 的 。 

证 明 由 引 理 3.2 知 , 全 : 己 一 己 是 全 连续 的 ， 且 人 在 已 中 的 不 动 点 是 边 值 问题 (1)-(2) 的 
解 。 记 户 = {ue P||lwll < a}， 下 面 先 来 证 明 T : 瑟 一 互 。 

车 wu € 户 ， 则 由 (H1), (H2) 可 得 


0 < f(t uD), (0), uD)) < Fb ms 00) < mas ftsa0,0) < 


因为 


I 


[Tul = max { aa [TWO mas [Tu) OO, ma (TO)) 


max {(Tu)(1), (Tu)'(1), ov 


而 由 (4), (5), (6) 得 


1 
(TW = Ca) 0) (ds < FI) <0 
ry) = { sa) f(s) ,ds < F pg 0) =0, 


1 
(rw)"0) = {als us), ws),(s)ds < § 0) =e 


因此 ， 可 得 上 Twll <a。 故 T :PB 一 忆 。 
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对 任意 的 wu € P (i = 1,2) 日 wi < 2, Wi 之 人 和 wf < ww 由 (Hl1) 可 知 ，Twi < 
了 2， (Ta < (Tuz) 以 及 (Tui)” < (Twu2)’”。 

令 wolt) = $at2, 0 < t<1, 则 wolt) € Bo 令 wWatl = Twn = To0, n= 0,1,2,..…， 由 
于 TT 户 一 已， 则 wn EE TB C 记 , n= 1,2,:……， 勾 因 人 是 紧 算 子 ， 易 证 {wn} 是 等 度 连续 
的 。 

由 
w(t) = Teolt) = /Gt s)als)f(s,r00(s), wh(s), wh (8)ds < 3ot? = 0(), 0< ts 
0 
. 
ui 的 = (Two)’(t) = [ sq(s)f(s, wo(s), wh(s), wh (s))ds 


1 
+/ tq(s)f(s, wo(s), wo{(s), wo (s))ds <at = w(t), 0<t<!]1, 
t 


w(t) = (Two) (t) = / q(s)f(s, wo(s), wo(s), wo(s))ds <a= w(t), 0O<t<1. 


由 此 
walt) = (Twi)(t) < (Two)(t) = w(t), walt) = (Twi) (t) & (Two)(t) = wilt), 
wa(t) = (Twi) (t) < (Two) (t) = wi(t), 0<ts1, 

归纳 可 得 


Wn+1 < ‘Wn, wir1(t) < w(t), wr1(t) < w(t), 0 < t < 1, 多 二 0, 1, 2, EN 


所 以 ， 存 在 w* € 瓦 ， 使 得 wn 一 w*。 利 用 算 子 工 的 连续 性 可 得 Tw* = w*。 

令 volt) = 0, 0<t<1 则 vt) € Bo 令 vwil = To = Tnoo, n = 0,1,2,:.….， 由 
于 全 B, De 万 ， 则 v。 € TP, C 万 ， 也 一 1,2,.….， 又 因 工 是 紧 算 子 ， 易 证 {vw} 是 等 度 连续 
的 。 

v1(t) = (Tvo)(t) = (TO)(t) > 0, vi(t) = (Tvo)’(t) = (TO0)'(t) > 0, 


v(t) = (Tvo)(t) = (TO0)"(t) >0,，0<i<l, 


由 此 
vat) = (Tv)(t) > (TO)(H) = u(t), vlt) = To) (t) > (TO)(t) = v(t), 
va(t) = (Tv) (t) > (TO)(t) = v1(t), 0<t<1, 

归纳 可 得 


Vn+l > Vn, vnpi(t) 之 vpn 人 (t)， var1(t) 之 v(t), 0<t< 1,， n= 0,1,2,.…， 


所 以 ， 存 在 v* E 玉 ,使 得 ww 一 vw*。 利 用 算 子 工 的 连续 性 可 得 Tv* = v*。 

由 在 (0,1) 的 任意 测度 不 为 零 的 子 空 间 上 f(t,0,0,0) 关 0 及 (H) 可知， 必 人 > 0, 0 < 上 < 1。 
因此 ， 由 上 所 述 ，w* 和 w* 为 边 值 问题 (1)(2) 的 两 个 单调 不 减 的 凸 的 正解 。 

由 定理 3.1 易 得 下 列 推论 成 立 。 
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推论 3.1 设 (H),(H1),(H3) 成 立 ,而 且 存 在 常数 a > 0， 使 得 


(H2’) 
flt,h,aa) .1 
I <A 
特别 地 ， 
f(t,L,a,a) _ 


lim max 0. 
一 《一 co 0<t<1 2 


则 边 值 问题 (1)-(2) 有 两 个 单调 不 减 的 凸 的 正解 w* 和 w*， 使 得 定理 3.1 的 结论 成 立 。 


4 例子 
例 令 (1) 中 g(t) = 1， 考 虑 如 下 的 边 值 问题 


w(t) + Ft, u(t), w(t), u(t)) =0, 0<t<l, (7) 
u(0) = w(0) = w(1) = 0， (8) 
其 中 
f(t, x,Yy,z) = -2- 了 二 3 十 zz+ By+ zz 


选取 a = 2， 易 得 A = 1。 因此 ， f(t,z,y) 满足 : 
1) 对 任何 的 0 <t<10<z1<zr2<2,0<hn<y%<2,0<a<r<y, 
有 f(t,z1, ,21) < f(t, x2, yo, 22); 


2 4 一 2， 
2) 站 由 (t,a,a,a) = f(0,2,2,2) < $ =2:; 


3) f(t,0,0,0) 关 0 在 (0,1) 上 的 任意 测度 不 为 零 的 子 空间 上 成 立 。 
则 由 定理 3.1， 则 边 值 问 题 (7)-(8) 有 两 个 单调 不 减 的 凸 的 正解 w* 和 wv*。 
对 n= 0,1,2.… 这 里 的 迭代 序列 为 


wolt)=t, 0<t<1, 


下 
wi(t) = (Two)(t) = Tt 十 5， 0<t< 1， 


1 1 1 1 
w2(t) = (Twi)(t) = a 


一 一切 <t< 
3600 300 60 75 200* ， 0<ts1, 


wnt1(t) = (Twn)(t) 


1 
| 1 ， 1 ， 
四 人 二 Es <t<1. 
| ewal 55 33 + 5 + Bwn(s) + wh(s) + 3h(s))ds, 0<t< 1 


vo (#) 三 0, 
1 1 


1 1 
vi(t) = (Two)(t) = i 十 Bt 芝 十 ae 0<t<1, 
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valt) = (rong)( 
2 1 1 
二 1 18 1 他 127 1 lA le 857 ,» 0<i<l, 


”504000 31500 168000 2250 900 9 : 4500 人 于 


vn+1(t) = (Tvn)(d) 


1 
1 们 1 ， 
es _ 二 62 一 一 eq Spas a <1. 
=-/ Glt,s)( 5 533 ++ Bon(s) + 30%(s) + 304(s))ds, 0<t<1 


他 们 分 别 是 从 一 个 已 知 的 简单 二 次 函数 和 零 函数 开始 迭代 的 。 
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Existence of Monotonic Iteration Positive Solutions for Three-order 
Two-point Boundary Value Problems 


SUN Bo 
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Abstract: In this paper, we study the existence of monotonic iteration positive solutions for a kind of 
three-order two-point boundary value problems, the method mainly depends on the fixed point theory 
in cones and the iteration technique. We give the sufficient conditions for the existence of positive 
solutions to the boundary value problem and establish schemes for approximating the solution. An 
example is also given to illustrate the effectiveness of our results. It is worthwhile to mention that the 
nonlinear term in the equation we studied involves the first-and second-order derivatives explicitly. 
Keywords: positive solution; iteration; cone; three-order two-point boundary value problem 


